Matematica Atuarial Il

Aula 7

Danilo Machado Pires
danilo.pires@unifal-mg.edu.br

Créditos: Leonardo Henrique Costa; leonardo.costa@unifal-mg.edu.br

https://www.portalhalley.org/materiais.html#notas




» Notas de aula da disciplina Matematica Atuarial I,
oferecida pelo curso de Bacharelado em Ciéncias
Atuariais da Universidade Federal de Alfenas,

Campus Varginha.

PIRES,M.D. COSTA, L.H. Status vida conjunta: Seguros pagos no
momento da falha. [Notas de aula]. Universidade Federal de
Alfenas, Curso de Ciéncias Atuariais, Alfenas, 2026. Disponivel em:
https://atuaria.github.io/portalhalley/notas MatAtuarial2.html.

Acesso em: 28 jun. 2026.



Status vida conjunta-funcao densidade

A densidade de T ,, € obtida por meio de:

dFTx,y(t) _ d tqx,y _ d[ tdx + tdy — tqx tqy]
dt dt dt

fr,, (1) =

d |Fr,(t) + Fr, (t) = Fr,(t) Fr, ()|
dt

fr,, (£) =

fro) ©) = fr, () + fr, (©) = | fr, (OFr, () + fr, (O)F7, (8]

fr., () = fr,(O) + fr, () = fr, (O Fr, (t) = fr,(OF7, (t)

froy ® = fr, (O |1 = Fr (O] + fr, (©[1 = Fr, (6)]



Status vida conjunta-funcao densidade

fro, ® = fr, ()1 - FT;@] + fr,O[1 = Fr, (0]
fr,® = fr,®(1 = cqy) + fr,(OA = 1 q2)
fro,(©) = fr, (&) oy + fr, () e
1, (O) = ¢ Dbt (X + 1) Py + Pyu(y + ) Dx

Fro, () = tPe Py [u(x + ) + u(y + )]



Status vida conjunta-forca de mortalidade

fr,, ()

tPx,y

ulx+t,y+t) =

tDx tPylu(x +t) + u(y + ¢t)]

ulx+t,y+t) =
tPx tPy

ux+ty+t)=pulx+t)+uly+t)



Resumo

Seja T, = min(T,,T,) entdo:

Fr.,(t) = ¢qx + ¢qy = tqx tqy = tqxy
STx,y(t) = tPx tPy = tDPx,y
tdxy = 1 — tPxy
1, (©) = fr,(8) eDy + [, () tDx = ¢ Px ePylu(x +8) + u(y + t)]

ux+t,y+t)=ulkx+t)+uly+t




EXEMPLO 1: Determine a funcao sobrevivéncia e a funcao

acumulada (mortalidade) para o status de vida conjunta

composto por (x,y) tal que, seja o tempo de vida futuro T,
e T, independentes, ambos com a seguinte fungao de

densidade.

(0,02(10—¢t) 0<t<10
0 caso contrario

F(6) =

\



EXEMPLO 1:

0,02(10—-¢t) 0<t<10
f£(t) = {0 (10 - 1) 1
caso contrario

t

Ax = tqy = j 0,02(10 — u)du = 0,02[10u — 0,5u*]4=]
0

( 0 t<0
tdx = ¢qy =40,2(t—0,05t%) 0<t<10
\ 1 t > 10

10
tPx = tPy = J 0,02(10 — w)du = 0,02[10u — 0,5u?]¥z1°
t

1 t<0
Px =Py =31—-0,2(t—0,05t>) 0<t<10
0 t>10



0 t<0
tqx = ¢qy =10,2(t —0,05t*) 0<t<10

1 t > 10
1 t<0 1 t<0
tDx = tPy =11 —-02(t —0,05t*) 0<t<10=10,01(10—-¢t)* 0<t<10
0 t > 10 0 t > 10

tpx,y = tDx tpy = [1 _ Olz(t _ O,OStZ)] [1 _ Olz(t T O,OStZ)]

tPxy = [1 -0, Z(t -0, 05t2)]2 — [(), 01(10 — t)2]2

FTx,y(t) = tqxy = t9x T tqy — t9x t9y = 1-— t Px,y

tqxy = 0,2(t — 0,05t%) + 0,2(t — 0,05t*) — [0,2(t — 0,05t)]*

sy = 0,4(t — 0,05¢2) — 0,04(t — 0,05¢2)" = 1 — [0,01(10 — £)?]"



EXEMPLO 2: Ainda com os dados do exemplo 1
determine a forca de mortalidade, a funcao de
densidade e a expectativa de vida para o status de

vida conjunta composto por (x,y).



EXEMPLO 2:

ux+t,y+t)=ux+t)+uly+t)

fr,@® 002(10-t) 2
Dy 0,01(10—-¢t)2 10—t

ulx +1t) = =uly+t) 0<t<10

2 2 4

ux+ty+0 =Tt 01T 0=t




xempio2: fr, , (6) = ¢ P Py[u(x + 6) + u(y + 0]

2
fr,,® = [0,01(10 - £)]{0,01(10 — t) ]llO—t 10—t]
2
fr,,(® =[0,01(10 — t)?] 0 ¢ 0<t<10.
ou
2
fr.,@® =[1-0,2(t-0,05¢t*)] 0 ¢’ 0<t<10.



EXEMPLO 2:

ex = E(Ty) = | tfy, ()dt = | (pydt
J o=

0.0)

Cx,y = E(Tx,y) — f thx,y (t)dt = f tPx,y dt
0

0

10 10
ey = j [0,01(10 — t)2]2dt = J 0,0001(10 — t)*dt
0 0

10

€xy = f 0,0001(10000 — 4000t + 600t* — 40t3 + t*)dt = 2
0




EXEMPLO 3: Calcule
t
g(t) . Jo u(x+s,y+s)ds

4
10—s

emque u(x +s,y+s) =



EXEMPLO 3: Calcule
g(t) —e fot p(x+s,y+s)ds

4
10-s

emque u(x+s,y+s) =

4 1 _
g(t) = e_ftf(lo—s)ds — e fot(10—s)d5 — o—4[- In(10-5)15Z5

g(t) = e —4[— In(10-0)+In(10)] _— ,4In(10-t) ,—4In(10)

— [pIn(10-t) 41 1n(10) _4=(10_t)4
9@ =l Fle™® 10000

g(t) =0,0001(10 — )* = ; Py



Status vida conjunta

t
tPxy = e_fo uixtsy+s)ds | u(x+ty+t) =plx +t) +uly +1)

tPxy = tPx tPy fo,y(t) = Dy G+ 1y + 1)
tdxy =1—e f(f ulx+sy+s)ds | €xy = j tfr,,(t)dt = j tPx,y At
0 0

tdxy = tqx t tqy — t9x ty

tdx,y = 1-— t Px,y
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Status vida conjunta (Seguro vitalicio pago no
momento da “falha”)

Seja T, , a variavel aleatoria associada ao tempo adicional do status
vida conjunta, onde T, e T, sdo as variaveis aleatorias continuas e
independentes entre si, entao o prémio puro unico do seguro de
vida vitalicio com efeito imediato e beneficio (unitario) pago no
momento da falha do status é dado por:

Ay, = f e=Otfy, (£)dt
0

emque fr, () = ¢ PryluCx + ) + u(y + 0)]



EXEMPLO 1: Seja o tempo de vida futuro ao nascer dos individuos
x e y, ambos com a seguinte fun¢ao de densidade.

t <O
, t >0

fr(t) = {gé—at

Determine o prémio puro unico para um seguro vitalicio para
o status u = {x, y}. Considere §.



EXEMPLO I

Ayy = j e ot tPxyu(x + ¢,y + t)dt
0

e—a(x+t)
tpx — e_ax — e—at — tpy
S}O (x +t) —qe~a(x+tt)

ulx +t) =



EXEMPLO :

Ax,y — f e ot tPx tPy lu(x +¢t) + u(y +t) ldt
0

Como (Pyy = tPx Py eux +t,y+t) =pulx+¢t) +uly +1t)

A, = fo " (e=) (e- Y2 (2a)dt

i, = (2a) f e ~t(6+2a) gy
0

Ay

_, 1 T 2a
y — & (26( + 5)et(2a+5) . - 2a + 6



Status vida conjunta (Seguro temporario pago no
momento da “falha”)

Caso o seguro seja temporario por n anos, temos:

n
Ay n| :f e_Sthu(t)dt
0

emqueu = {x,y}.



EXEMPLO 2: Seja o tempo de vida futuro T, e T, independentes,
ambos com a seguinte funcao de densidade.

0,02(10—-¢t) 0<t<10
F() = {0 (1o=0 !
caso contrarilo

Determine O valor presente atuarial tempordrio por 5 anos para o
status u = {x, y}, considere 6 = 0,05 ao ano.



EXEMPLO 2: Seja o tempo de vida futuro T, e T), independentes, ambos com a
seguinte funcao de densidade.

0,02(10—-¢) 0<t<10
F(6) = {0 (10=0 !
caso contrario

Determine o valor presente atuarial tempordrio por 5 anos para o status u =
{x, v}, considere 6 = 0,05 a0 ano.

Resp

5
Ang = | e fr 0t
0

5
Apg = j e=0t o [1Cx + £) + u(y + O)]dt
0



EXEMPLO 2:

5
s = | e r (Ot
0

X
2
[

5
j et o [1x + O + p(y + O)]dt
0

A
i}
[

5 4
~10.05(0,01)%(10 — t)* | ——— | dt
[ e 0onrao- o (1)

5
A5 = 0,0004 f e t005(10 — £)3dt ~ 0,86143
0



Status vida conjunta

Sob a hipotese de distribuicao uniforme da falha do status
dentro de cada ano, pode-se usar a aproximacao

[

x,y - 5Ax,y

A

em queu = {x,Vy}.



Dotal puro/Dotal misto

O dotal puro aplicado ao status vida conjunta se caracteriza por
pagar o beneficio somente se todos os individuos do status sobreviverem
ao periodo contratado. Ja o dotal misto garante que o beneficio sera pago
caso o status falhe durante os n anos de cobertura, ou todos os individuos

sobrevivam a esse periodo.

_ .1 _ N
Au:ﬁll =V nDxy =V nbPx nPy

emqueu = {x,y}.



EXEMPLO 3: Qual o valor do prémio puro unico calculado para um dotal
misto aplicado ao status vida conjunta composto por duas vidas, tal que,
T, ~ Exp(0,028) e T, ~Exp(0,025)? Considere a taxa de juros

instantanea de 6 = 0,06 e 5 anos de cobertura..



em que u = {x, y}.

— ,—0,06%5

Aysp=e 5Dx 5Py

co

j 0,028 0028t 4¢ j 0,025e~ 9025t gt ~ (0,569
5

5

5
= [ 7005 ipey [uCx + O + RO + D]t
0

o

—0,06t —0,028t5-0,025t1() 028 + 0,025]dt

5

e~ 0113t 0 053dt ~ 0,2024




emqueu = {x,y}.

Aysp = 0,569 Az ~ 02024

Au:§|

2

0,569 + 0,2024 = 0,7714
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